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摘 要:证明了任一马氏过程 X(t ， ω) ，若用一停时 α(ω) 去，截 X(t ， ω) 的样本轨道，则截断前的样本轨道函数

在满足条件 i α > tf E F; 的条件下是一马氏过程，同时得到了截断后的样本轨道函数也是一马氏过程。另外，

对于任意的随机过程，证明了 X( t ， ω) 的 t 前 σ 一代数 Ft 满足右连续性(即 Ft 二「飞 >tF.. ) ，以及任一首达时间是

一停时。
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path function of a Markov process X ( t 的) to Abstract: 1t is proved that the truncated 

α( 的) is still a Markov process if 1α>tfε for eve可 t 注 o , and the one after ol (ω) is also a Markov 

process. Moreover , for an arbitrary stochastic process t ， ω) which may not be a Markov process , it Îs 

showed that the 矿 -algebra Ft prior to t of X ( t ， ω) is 吨ht continuous ( i. e. ， 门 s ) and the first 

hitting time is a stopping time. 
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设 X(t ， ω):= 1 叫 (ω) ; t 二三 o f ~是定义在概率空

间( F ， P) 取值于可测空间饵上的随机过

程。因此?对于任意的 Aε ，有 i ω :X t (ω) 巳

Af E F 。当 X(t ， ω) 不中断时，由随机过程的定义

知:对于任意的 t 二三 O ， X{ →E是从。到 E上的映

射，但并不是对于任意过程叭都是从。到 E 上的

映射。例如:设 E 为可列空间 ， Q 为 E 上的全稳定

Q矩阵?且对应的 Q过程不唯一?其最小 Q 过程记
为 x(min) (t ， ω) = 1 x;min) (的) ; t 声。 f 则对于任意

n ， 使得元;min) (ω) 没有定义?这是因为:由 Q 过

程不唯一及 Q 过程的构造知 P( x;min) (ω)ε E) < 1 

( Q 过程的构造见文献 [1 - 2 ]等)。显然我们可

以扩大状态空间 E: = E U ldf ，其中 d f/:. E 。令

的 t > 0 ，元;nlin) 就不是。到 E 的映射?即存在的巴
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[叭~ min) (ω) ，若 zjmin)(ω) 有定义
马;min)(叫~、

ld ，若元; nun) (ω) 元定义

则马;min) (的)→量是从。到主上的映射。但

主(min) (t ， ω) 1 马 t(min) (仙) ; t 窍。) (七
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ω) 。事实上?若固定的的轨道罗贝ù 叫 (t ， ω) 是

主(min) (t ，仙)首达 d 前的这段过程。为了补上对随

机过程的定义传统上的这一漏洞?我们引进局部映

射的概念。

1 称 γ :fl → E 是从。到 E 上的局部映

射，若存在。的一非空子集。lg09 使得 γ

E 是从 fl1 到 E 上的映射且对所有 ωε0 …吗?
γ(ω) 无定义。

显然在这里我们把任一映射都看成了一局部映

射。

2 若 γ :fl → E 是从 fl 到 E 上的局部映

射，若 γA E ，有问:γ(ω) E Al E F ， 称 γ:

(fl ， F) →伍是从 (fl ， F) 到 (E 的可测局

部映射。

以下我们对随机过程的传统定义稍作扩充。

3 称 X( t ， ω):=μt (W) ;t 注。 1 :是定义在

概率空间 ( F ， P) 取值于可测空间 (E 上的

随机过程，若 γ t;::::O ， X t :( F) → (E ， 是从

( F) 到饵上的可测局部映射。

本文主要讨论了截断前马氏过程和截断后马氏

过程 9 得到了以下结论:

( )任一马氏过程 t ， ω) ，若用一停时

α(的)去截 t ， ω) 的样本轨道?则截断前的样本

轨道函数在满足条件 |α t 1ε 的条件下是一

马氏过程?并用这一结论推广了文献 [2J 中的相

应结论(推论 2.2) 。截断前马氏过程 9 目前见到

的文献比较少，主要有文献 [3 ， p228 J ，但文献

[3J 引进了中断状态?因此扩大了状态空间，同

时按照马氏性的定义，文献 [3 J 的证明并不能得

出截断前过程是一马氏过程。

(2) 证明了 X(t ， ω) 的 t 前 σ 一代数 Ft 右连
续，即有 Ft +: ns>tFs 。这一结果在映的理

论 9 马氏过程的研究中都是很需要的结果。利用这

一结论我们可以得到许多非常有用结果，如:设

~(t ， ω) 为-Ft 一棋?由文献 [4 ，定理 3.5 J 知存

在与 ~(t ， ω) 等价的所有轨道右连续的 ~(t ，的)一

棋。这一结果可以改进文献 [4J 中的许多结论。

(3) 设 H为任一可测集?对于任一随机过程

X(t ， ω) ，我们得到了首达时间加(ω) 是一停时。

首达时间是随机过程研究的一项重要内容，许多文

献都有涉及?如:文献 [1 ， 3 ， 5 -6J 等?特别

[ 1 J 中讨论了大量的内容。而所有研究首达时

间的必要条件就要求它是→停时。对于布朗运动且

当 H为解析集时?文献 [6 ， p344; p376J 指出了

YJH(W) 是一停时 9 并指出其证明比较难?需要用

到 ChOql削的容度论。但对于任意随机过程，并没

有得到 YJH(W) 是一停时这一结论。

(4) 任一马氏过程 X(t ， ω) ，若用一停时 α(ω)

去截 X( 七 ω) 的样本轨道，则截断后的样本轨道函

数是一马氏过程。这一结果是全新的0

1 截断前马氏过程

记 Ft := σ( 凡 :U 三三 t) : =σ( U o白白元:1 ( ), 

F; :=σ(凡 :U 注 t):= (T (U t白〈∞元:1 ( )，其中:

σ( . )表示由括号内的所有集合所生成的。上的最

小 σ 一代数 ; Xl~1 ( = 11ω:凡 (ω)ε Al :A 巳时) 0 

设 α(ω) 是一停时，即 'í/ t 注。有 iα(ω) ::::; t 1 巳

Ft 。

所谓过程的截断，就是用具有随机时间 α(ω)

去截 X(t ， ω) 的所有样本函数，在截断的样本函数

中 9α(ω) 前面(后面)一段样本函数所构成的过

程称为截断前(后)过程。'í/ t > 0 ，令斗O ， cx) ( ω) 

克 t (W) ; 当 α( 的) > t 时。易知 MJOJ)(ω) 是从

到 (E 的可测局部映射。记 ( t , 
的) 1 斗 O ， cx) ( ω) t 注创?则 ( t ， ω) 是定义在

( ，月取值于(上的随机过程。显然
到O ， cx) (t ， 的)可以写成以下形式:

(t ， ω) ( t 罗的) ， α( 的) > t) ， 即

γA ε 二三|斗。，α) ε A 1 1 X t ( ω) εAα( 的) > t 1 。
本文中设 t ， ω) 的轨道不中断?否则引进中

断状态 d ， 将 t 罗的)变成非中断过程 t ， ω) 来

讨论。

4 设 t ， ω) 是一马氏过程?α(ω) 是一

停时1 称 X[O ， CX) (t ， ω):= (X(t ， 叫， α( 的) > t) 为截

断 α 一前过程。

言 i 理 1 ì己 fyzi iMIleAl J··JIzε1 :n 二3

1 ;0 :::;:; t , ::::; ，.，岳飞::::; t ,… E ，则有

σ( 

证明 由的定义知

ixIl e Al f··JIFIGAn iε 

故得 σ( ç 0 反之 ?γ0::::;μ 乏主 t 有必;l(E)E

II ， 从而 UO~ lI ~t旷( ç II ， 故得~二 (T( II) 。
证毕。

记 Nt σ ( U O白白(礼O ， cx)
) -, ( ), 由引玉理 1

及 |α > u 1 (凡 ε E ，α> 叫得以下引理。

冒 I I.里 2 记 IIα= llx t1 E ，… A 巳 A Tl ' α>
ul :n 注 1 ;0 ::::; t, ::::; ,.. ::::; t

Tl 
u ::::; t ， 。

巴

则有 σ( ) Nt 0 
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引理 3 γn 二三 1 , 设 B， ， B2' … ， Bn ε Ft ， 记

IIB山 Bfl = 11 Xs 巳 AlB， … Bn :A 巴 l ，则有

σ(IIB山 B) ç: Fs 

证明 VA E ，由 i 必s E AlB, …Bn 巳 Fs 知
引理结论成立。

1 若 X(t ， ω) 是一马氏过程， α(ω) 是一

停时?则有

(i)若 α(ω) 满足 γu 主 o , 1α>μ)εF79 则

P(X~O ，o:) E A I NJ = P(x~o ，o:) εAIσ(X~O ，o:))) = 
P(403)εAIσ( 叽)) 'PF 一 α. e. 

从而 X[O ， uO) (t ， ω) 是一马氏过程。

(ii) 若 X(t ， ω) 的一切样本函数右(右下半)

连续，则 X[O ，O:) (t ， ω) 的一切样本函数右(右下

半)连续。

其中 X(t ， ω) 右下半连续是指 h 注 o , 

?rinf 川的) =叫 (ω)

(i)注意到 |α> tl E Ft

OO 
， 利用马氏性得

见了，α) ε A I ) =扎0 ，0:) E A I σ( 叽) ) , 

一 α. e. ( 1 ) 

易知 {α>sl [l 一 |α s l E ，从而由引理 3

及马氏性得

P( x~o ，o:) E A Iσ(址0 ，0:) ) ) 

P(403) εAIσ(叽) ) ，甲一 α. e. (2) 

由( 1 )一 (2) 得

X~O ，o:) E A I )) = P(址0 ，0:)巴 AIσ (X;O ，o:)) ) , 

PF 一 α. e. (3) 

类似引理 3 的证得 Ns ç: F , ， 故在式 (3) 两边取

关于风的条件期望并由矿(斗0 ，0:) )豆 Ns 得证。
(ii)只证右下半连续情形.若 X(t ， ω) 右下半连

续?显然有

怦inf 斗0，0:)二怦infx s n 怦 (α > s l =斗0 ，0:)

为了便于对 t 前 σ 一代数的理解?我们分

析一下概率空间的结构。为此我们构造一个概率空
间(队的一个子空间 (E[O ， oo) ∞) ， P') 及

随机过程 Y( t ，叫:= 1 Yt ( W /) ; t 注 Ol ，使得 Y( t ,w/) 

定义在该空间上?且人制丁与 X(t罗伯)有如下关

系:

yJ叫:州的)，一切仙/巳

这里 ω/ 是的在 [0，∞)上的投影?即 ωJ 立

运 t < ∞的t ， ωt 为 ω 在 t 处的投影映射。因此人

ω丁与 X(仁的)有相同的轨道。注意到 X(t ， ω) 取值

于 (E ， 设叭的)在 (E 上的概率分布为

(A) X t ε A) εE 。则得一概率

空间(乱，丘，尺)及定义其上的可测映射: Yt: (E , 

• (E ， 且有

Yt (ωt) = ωt 工叫(的)

其中 Et 工 E 。显然有

PXt (Yt (ωt) 巳 A) = P(xt ε A) = (A) ， γA 巳

(至于问 = Xt ( ω) 见文献 [lJ ~ 1. 1 (8)) ，记

(E[O , OO) ) ): = (日乱， ) 

Vn 二三 1 , 令

Pt山 tn (A , ,A2' …AJ = P( 元t}ε A" …Xt" ε A" ) 

则得一多维概率分布族

F = 1Pt内 t" (A , ,A2' … An) :n 注 1 ; 

o ~ t , ~… 4ι< ∞ ;A ， , ...An E 

显然 F 满足相容性条件，故由 Kol日吨orov 和

谐定理[7，阿]知 F 可以唯一扩张成 (E[O ， oo) ) ) 

上的概率测度 P/ ， 这样得一概率空间 (E[O月)?

)9月，定义泛函 w/ 。由〈 yt 及随机过程

Y( 七ω丁: 工 1yJ 的丁 ;t 王三 Ol 满足

Yt (ω丁 yJ ωJ 工的t = 叭的)

其中的t 是的J 在 t 处的投影。这样我们得到

( )∞)丁上的随机过程七ω丁?它与

t ，的)有相同的轨道。

显然引理 1 中的集系可以唯一扩张成七

的)的 t 前 σ一代数工 σ(υ 。毛 ，， ~tX:' ( )，故

σ(JJ;l( × ( ) 

其中 EUZE;23/to ， tj ×口表示如下的集合A构

成的 σ 一代数:

A/ = B[O ,t] x E" = 1 W ω" )(ωU' 

。 [O ， t]
ω u εD 

这里 B[O ， t] 巳 。因此 σ( UO~lI运 t X :' ( )与

相互唯一决定。

引理 4 (i)记:二门二 ， Ft+l ， 则有

(ii)记 =σ( u:= 上) ，则有

σ(J til(E)) 

约定:

的一子集旦

门

事实上罗 γ n 1 , 

E 
t+-:;-< 同t+' V 

。显然叮J 是

.'↓当 n ↑?则易知

× (5) 

J 中每一元素 A 都具有以
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下形式:

A = B[O ， I寸J )( 乱，其中 B[O ， I什J E 

1+上 <11 :0;; 1+1
n 

故门工 l' 中每一元素具有以下形式

B[O ,vJ )( EII 

又显然门工巾;;;2 ，若存在集合 A ， 使
得AEn工巾，但A~ 军[O ， IJ 。则存在 U 注 u
> t 使得 B[O ， v J 在 u 处的投影集

BII := 1ω11 0 日战 ε B[川)

是 EII 的真子集。取 n 相当大时，使 u > t 十上，则

显然 A ~ 

证(i)。

(ii)显然 Vn 二三 1 有

:」，矛盾。再由 (4) 一 (5) 式得

σ( 」JJl(E)) 旦 u(J〈Iii(g))

从而有

U 二_l ( ) ç: σ(J 

可
认

所 Eu(ojlj lkl(g)) 。为证

2 矿(J〈lil(E))

只须证

Vlσ(045巳JJl(E))2J〈 I( 元，-1 ( ) (6) 

γAG02〈til(gL 则必存在 o ::::; u < t ， 使得 A

巴元:1 ( ，当 n 相当大时 (u4t-l)? 则有 A
孔

εU o白白-MJl(g)? 从而 (6) 式成立。证毕。

设 HE ， η以 ω) 为 X( t ， 的)首达 H 的时间?

即令

r inf( t: 叫 (ω)ε ， ~Q右方 t 集非空
可H( ω) = ~ 

1 ∞，否则

以下定理的证明中用到了超限归纳法?超限归纳法

见文献 [5J 以及文献 [2 ， p28 J 中的例。
2 设 X( t ， ω) 为任一随机过程(不一定

是马氏过程) ， γE ，如(ω) 为 X( t ， w) 首达 H

的时间，则有

(i) YJH (的)为一停时?即 Vt ~ 0 

1 7J H :走 dε

(ii) V t 注。 ， 1YJH>tl ε

(i)因 |ηH > 叫 : Ul | 「104S 〈 I十上(叽 ￠ 

1 , 

所以 |ηH ::::; t 1 工门li u 
l izsε 

若能证明 UO:o;;山+上以巳 ε FI+_!_ 对于任意 n

注 1 成立，则由引理 4 有 |ηH ::::; t 1 E FI+ = 。

使用超限归纳法。假设〈二是 [0 ， t+l) 上
n 

的一个良序， α。是其首元。显然 1 X ao E Hl (三 FI+上。

假设对所有小于(表示该良序下的"小于") T( T 

<仆主)的所有 α 有 U S -< =a 1 Xs ε Hl E FI+_!_ 0 取
n n 

一个增加数列问i ; L 注 1 ， α i -< Tl 满足:对任意的

数 t -< T ， 存在相当大的 i 使得 t -<工 αi' 故得

丛 i 元sεHl =丛 [SJJα lxs ε Hl Jε FI+士
所以

u_lxsε = [u 1 叽 εHl J U 1 必T E (三
, -<=T s-<T 

因此由超限归纳法知 U
T 
(MsεE FI +_!_对所 T

ε [O ， t 寸)成立。又取一增加数列 1 Ti;i 到|满

足:Vse[OJ+iL 存在相当大的 i 使得 s -< 
n 

i ，故

υ i 叽巴 1 U [ U 1 元 s E J 巳
+上 i = 1 s-< = Ti 

(ii)由加 (ω) 的定义知 2) 成立。

1 若 t ， ω) 是齐次马氏过程?α(ω) 满

足定理 1 的条件?则( t ， ω) 也是齐次马氏过

程。

注意到 |α>tjEFf? 从而

1 xl[O
， a) 巳 Al = 1 叫 ε A ， α > tl E 

所以由文献 [lJ s 1. 6(16) 知齐次性成立。

以后本节假设 E 为离散状态空间?用 i ,j ,' 0 0 

示 E 中的状态 9 取 A = Ul 0 

1 对于离散状态空间?文献 [8J IIs1 1. 

(3) 有以下转移概率的定义:

HPu (t) 
p ( X, ~ min [ t ,p i (ω) J < s < t , X 1 = j I Xo i) 

其中 p;( ω) 二 inf( t: t > 0;叭的 )=I= i) ， HcE是禁

止状态集 ， i ,j ~ H 。显然以上定义是本文转移概率

定义的一个特例?事实上?令 ηH( 仙)是 X(t ， 的)首

达 H 的时间?则易知

(吃~ min[ t ,Pi (ω) J < s < t 'X 1 = j) = 

(元 1 工 ] ， ηH > t) 

从而 HPU (t) 工叫= J ， 可H > 川元o i) 

P(zJo ，ηH) 工 jl 兆。 [0 ，可H) i) 

(因由文献 [8JIIsll 有
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r 0 , i 与 H 相邻
P;( ηH > 0) = { 理解τ= 1) 

'H l1 ， i 与 H不相邻 υ 

2 α 一前链转移概率的传统定义为 P( .1 

Xo = i) ， 从转移概率的定义来讲不合理的(由定

理 1 知尽管它们相等) ，因为 α 一前链日不是原来

的马氏过程。故初始分布应相应的改变。因此我们

认为由 P(扎0 ，，，，)εAI 贝克，~o ，，，，) ) )作为转移概率的定

义更合理。

文献 [8J IIsll 中 HP (t) = (HP;j (t); i , j 

ε E -H) 可以作为定理 1 的…个推论。

推论 2 设 X(t ， ω) 是标准齐次马氏过程 ， H是

E 中任一子集，令 ηH( ω) 是 X(t ， ω) 首达 H 的时

间?则 X[O ， 可11) (t ， ω): = (X(t ， ω) ，加(ω) > t) 在 E

H上的限制是 E-H上的马氏过程。进一步，若

令 B li:P;(TJH >0) = 11 , 则 X[O ， 可11) (t 罗的) 在 B

上的限制是 B 上的标准马氏过程。

证明出文献 [8J IIsll 知

内 ， i 与 H相邻
(ηH > 0) { 

..' II ， i 与 H 不相邻

在定理 l 中取 α(的)如(ω) 有可11) (t ， 的)是 E

上的马氏过程

p&O ,7)II) (t) :斗。，可H)zj id'可11) i) 几j 巳 E

由定理 1 及推论 1 知当 i 或} E 时有

p俨11) (t) = 0 

从而 (pio ，可11)
( t) ; i ，j ε 在 E- 上的限制即为马

氏过程，进一步对 (ηH > 0) = 1 的所有 i 有

p&O
,7)H) (t) = P(叫= j , TJH > t 1 X o = i ， ηH > 0) 

P(凯=} ， ηH > t 1 句 i) 。

故

! 骂毕~P片↓
0 ，7)11

l 兰单毕~P扎lfJ ij以ρy川(t) = δ坑U 

从而满足标准性。故 (p&
0 ,7) 11) 

( t) ; i ,j E E 在 B

上的限制为标准马氏过程。

3 设 C是任一非负常数，则 X[O ， C) (t ， ω) 
是 E 上的马氏过程，其转移概率为

PYJ)(590:pu(t);54t<CJ ,je 

由于常数 C是停时?从而由定理 2. 1 知
X[O ,C) (t ， ω) 是马氏过程?又注:意到 X[O ， C) (t 9ω) 

t ， 的) ,t < C ，从而推论成立。

3 截断后马氏过程

5 设 X( t ， ω) 是马氏过程9α( 的)是一停

时， 称四川) ( t ， ω ):=(X(t 罗的) ， α(ω) ~ t) 为截
断 α 一后过程。记作 α，∞) (t ， ω): = 1 斗目，∞) (ω) ; t 

去。 1 。

由引理 1 得以下引理。

言|理 5 记

",
II 11α41LJtleAl f··JIFEε A"I:凡注 1 ; 

o~u 三三 t, ~ … 三三 t" 王三 s;A , "ω ' ， A" 巴
则有

σ( 四II) = σ( u u白 (X~""oo)) …， ( 

我们称 σ( uω ( Xl~α ，∞) ) -, ( )为 X[四月) (t ， ω) 生
成的 s 前 σ 一代数罗记作αNs

3 设 X(t ， ω) 是任意马氏过程， α(ω) 是

一停时，则有

(i) X[ α，∞) (t 罗 ω) 是一马氏过程，且有
P(X:α，∞ )εAIαNJ = P(X:α，∞ )εAIσ(X;""oo) ) ) 

= P( 必IεAIσ(叽)) 'PF 一 α. e. (7) 

(ii)若 X(t ， ω) 样本函数右(右下半)连续?则
) 

( t 罗的)士也右(右下半) 连续。

只须证明(i)。设 u 三二 t 1 ~…三三 tn 三::; s , 
记

1 X(j ε ， ". ， X( 巴 1
则 VA E 得

f坦白

flLM 
)ε1 、

、B
F
/

ω
 

-G 

7 

fllIJ 

1
1 xtEA ，自由| dω) 

Jf(B34UJIεAIσ(叽) ) 

1_ B ，αulσ(叽) )必( E A 1 (Y( 叽)) d的)
Jf2 

I_叫 εAIσ(叽) )α白d 1 0'( 叽 )J dω) 
Jf2 

LMSui p(ZI 巳 AIσ( 叽) )PCd的)

以上第 3 个等式利用了马氏过程在现在的条件下过

去与将来独立。由 λ 一何一系方法知

L P(俨)巴 A 1 ) P( dω) 

L P( 元I 巳 AIσ( 叽) )P(创作)

对一切 BE "，N， 成立。又由马氏性得
P( 元I εAI σ( 坏了，∞))) =元( E A 1 σ(XJ ) , 

一 α. e. 

将上式代入 (8) 知 VBEα 有

L 斗α ∞)巴 A 1 ) d的)

L 元( E A 1σ( 址。∞) ) ) dω) 

注意到 σ( 址。，∞) )旦 αJVs ， 故 X( E A 1 (Y (x ，~O 月) ) ) 

关于四可测。由 Randor卜Nikodym 定理得
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P( 斗目，∞) 巳 A I aNJ = P( 叫 εAI u( 必尸，∞) ) ) , 

pαNs 一 α. e. 

所以

贝克JUJ)εAIαNJ = P( 元t E A Iσ(xJ) 工

P( 元tε A I FJ 'PF 一 α. e. 

上式两边取关于 σ( 兆 [0 ，∞) )的条件期望并注意到

σ( 元;OJ)) 豆 αN 仨 Fs 得 1) 的证明。

推论 3 设 C 是任一非负常数，则 x[C ， oo) (t , 

ω) 是定义在 [C ， ∞)上的马氏过程。

推论 4 若 X(t ， ω) 是齐次马氏过程，则

x[a ， ∞) (t ， ω) 也是齐次马氏过程。
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